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1.序
本稿 の 目的 は,分 割不 可能な財貨(indivisiblecommodities)を 含む経済分析
特 に離 散 生産集 合 に関す るこれ までの研 究動 向を整理 し,展 望す ることに あ る。
その研究 は,ポ ジテ ィブ(記 述的)な 側 面 と,ノ7マ テ ィブ(規 範的)な 側面
に分類 され るが,本 稿は,後 者す なわ ち,整 数最 適化(計 画)の 考察に重点を おき,
計算機科学 お よび オペ レーシ ョンズ リサ ーチか ち生 れた計算 の 複 雑 さ(Com・
putationalComplexity)の 理 論にかかわ ってい るこ とをみ る。
伝統的 な経済分析 の仮定 のひ とつ に財貨(財 お よびサ ー ビス)が 分割可能 で
あ る,数 学的 には財貨 の数量 は実数で測 られ る とい うものがあ った。 した がっ
て,生 産 集合が ア クテ ィビテ ィか らな り,ベ ク トル プ が実行可能な生産 であ
り(y!∈y,ヌ,は ノてy1)三(0),α が0と1の 間の実数 であれば,ベ ク トル αヅ もま
た実行可 能な生産 であ る(αッ1εγ 又 は ∫(αッ1)<0)。
しか しなが ら,必 ず しも分割可能 ではない財貨 の存在 は枚挙 にい とまが ない。
例 えば,自 動 車,洗 濯機,農 機具,家 屋 は,交 換又 は生産 され る とき,離 散的
な数量 を もつ。 又,労 働 サ ー ビス も,特 殊 労働や熟練 労働 に対 しては人 ・時に
よる連続変数 には換言 で きない こ とが あ る。 数学的 には,整 数値 のみ を とる離
散変 数が重要 であ る。上例 ではベ ク トルyの 成分 は,整 数値 で ッξZFと す る。
こ こで,ZはganzeZahl(整数)か らきて いる。
生産可能集 合に分 割不可能性 を認 め ると様 々な命題 の修正 が必要にみえ る。
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この問題について,実 際には,ど のようであったかを第2節 で検討する。
次に,分 割不可能財貨を含む 規範分析は,整 数最 適 化 又 は,整 数計画法
(hltegerprogramming)と して,オ ペ レーショソズリサーチの中で発展 してき
たが,経 済分析 とはどのような関連があったかを検討する。一整数計画法は,当
初,経 済学の生産分析や厚生経済学 と密接な関連をもっていたが,次 第に,組
合せ数学や グラフ理論の分野に移行 してしまった。最近になって,計 算機科学
とオペレーシ ョンズ リサーチか ら生まれた計算の複雑さの理論が確立され るに
つ れ,再 び経済計算や経済計画の実現可能性(複 雑 さ)と 関連を見出すことが
出来る。特に,線 形計画法の多項式解法の存在を示した シ連のカ.ッチ ャソの功
績 とそれを応用 したスカーフ論文を強調 したい。
2.分 割不可能性 と経済分析
分割不 可能な財貨 の存在 を分割不 可能性叉 は不 可分 性qndivibisib玉1ity)と い
お う。 分割不 可能性は,フ ラソスのデ ュプイ(Dupuit)以 来,古 典的 な経 済学
者 に よ り問題 に されて いた が,経 済分析 の点か らは扱 いが稀薄 であ った。 ピグ
ーは 『厚生経済学』 の中 で,分 割不 可能(indivisible)と 固形(lumpiness)を
同義に使 ってい る。 戦後 にお け る重要 な踏 台は,チ ェソバ リン・マ ッ クレオ ド・
F.ノ ・一ソの1948-1949年 の論争(例 え ば,ε12]参 照)で あ り,そ こで分 割不
可能性 の経 済学的 な定義 や意味 づけが明確 にされ た。
今 日,通 説 として,分 割不 可能 性があ る場合,次 の ように要約す るこ とがで
き よう。
1)完 全 競争的 な利潤最 大化企業 は,資 源を効率 的に配分 しない。 効率的 な
配 分 のためには差別的 な価 格づけ を必要 とす る。
2)効 率 的な配分 を もた らすに は,生 産者は,分 割不 可能 な投入物 の コス ト
を カバ ーす る手 段を持た なけれぽ な らない。 これ は,補 助 金援 助を必要 とす る。
3)も し,各 財貨が分離 した価格 を もつな らば,効 率的 な配分 は達成 され な
い。異 な った財貨 は,分 割不 可能性が あ るので,パ ッケ ージと して一緒 に価 格
づ け されねぽ な らない。
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4)分 割可能な投入物が,分 割不可能な投入物で代替 されるならぽ,分 割不
可能性は,古 典的理論を修正しない。
、5)公 割不可能性が重要な問題になるのは,生 産が小規模で行われ るときだ
けである一 大規模の操業では,分 割不可能性が無視できる。 即ち,1台 の機
械 と2台 の機械の差 は重大だが,10001台 と10002台 のそれは.さして重要では
な くなる。
6)大 規模企業の生産可能性領域は,初 期には逓増的な収穫に向か う傾向が
あ るが,し だいに経営者能力の限界が作用 して,そ の傾向は弱まる。
7)生 産要素の分割不可能性は,能 率又は品質 と密接な関連がある。 同一生
産要素でも長時間の稼動(又 は労働)に より,サ ービスが低下するならぽその
要素は分割不可能 と考えられる。
璽
8)例 えば,住 宅市場,中 古車市場,就 職市場などでは,財 貨が分割不可能
で大量あ り,当 該経済主体にとっては小さな単位が問題になる。
9)経 済の競争均衡を考えるとき,個 々の分割不可能性は問題ではなく,総
体 としての生産可能集合がどの程度凸化(convexify)で きないかである。
10)分 割不可能な財貨を含む整数最適化の問題は少 し大 きくなるとおそろし
く難解で,NP一 完全(non・deterministicpolynomialcomplete)に 属する。
以上の整理は,分 割不可能性の存在ぽか りでな く,生 産における他の非凸性
か らもたらされる状況に対 してもいえよう。
分割不可能性は,経 済分析の複数の分野で取扱われてきたので,次 に,生 産
理論,消 費理論,投 資理論,一 般均衡理論の中でサーベイをしよう。
1.,生 産 理 論
新古典派の生産モデルは,投 入物 と産出物の変換過程を,生 産可能集合,生
産関数,投 入産出分析(ア クティビティアナ リシス)等 の基礎的概念の上に構
成 される。財貨の完全分割性は,連 続性,凸 性等を保持でき,実 数論の枠内で.
分析を進めることができるが,一 旦,分 割不可能性を仮定す ると,か な り制限
的にな り,あ る場合には,整 数論の知識が前提になる。
生産理論 と分割不可能性を真正面か らとらえようとしたのは,C.フ ランク
[9コ であったが,後 代に殆 ど影響を及ぼ していない。整数凸性のような概念で
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問題の本質を隠ぺいして しまったこと,ゴ モ リの整数計画法が十分理解 されて
いなかった時代であった ことが原因であろう。 しかし,数 論など代数学で重要
な束(1attice)の 計量を,整 数アクティビティアナ リシスに応用 したのは,経 済
的 ・幾何的解釈がつ き易いので高く評価できる。
投入産出分析 と分割不能性にっいては,ヴ ィーナ ット[29]の 研究がある。
整数 レオ ンチェフ行列を導入し,そ れによって作 られる凸多面体の整数頂点を
もつ条件を吟味 している。
分割不可能な生産要素が生産関数の中に含 まれるときの費用関数の導出は,
シャンプサ ウル とミラーロン[4]に よってなされた。 彼 らは微積分の 連続的
な極値条件(例 えば,微 分ゼ ロ)が 使えないので,離 散量(こ の場合 トラクタ
台数)に 対する極値条件 ∫@-1)く ∫(π)を導出し,費 用関数を導出したがかな
り複雑である。
整数計画法 の枠組の中で,生 産,在 庫分析を数値計算に重点をおいて行なっ
たものは,相 当数ある(文 献[18])が,通 説的な生産経済学の解釈 をもたら
したものは僅少である。
生産経済学の応用領域である,研 究 ・開発(R&D)や エネルギー経済学にも
分割不可能性は登場する。
研究開発は,各 種の資源を投入物 として,新 技術又は情報 ・知識 とい う生産
物を産出する生産活動とみなす ことができる。そこでは,一 般の財 ・用役のよ
うな規模の繹済の問題が発生する。研究開発のための投入物は,専 門技術者,
資本設備 ・事務機械(複 写機や計算機等)に 代表 されるように,分 割不可能性
を具備 しているが,他 方,'産 出物でも,同 様な性格をみることができる(例 え
ば,ソ フトウェアーの一行ないし一ページは意味がない)。
エネルギー経済学では,大 規模精製装置の機能,坑 夫 と能率の問題,エ ネル
ギ ー輸送などの分割不可能性の例が重要である。
2.消 費 理 論
生産に対す る,消費又は需要理論では,分 割不可能性についてやや変則的な扱
いをしているように思 う。消費者の消費す る通常の消費財にも分割不可能性は
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存在するが,生 産財ないし耐久消費財が分割不可能性をもっていることか ら∫
耐久財需要の理論に置 きかわっている。 したがって次のような取扱いは,試 み
られてこなか ったようにみえる。
消費者の行動理論において,角 を分割不可能な財貨(整 数制約),ρ`を その
価格(実 数),予 算額をMと すれば,直 面す る問題は,
ル伽%(澱)
s1≠助`κ5≦M
κ'≧o離数
となる。 これから,整 数需要関数を導 くことは,%(κ)が 明示 され るなら,一 種
のナ ップサ ック問題の解法により,解 を見出すことができる。 κfが実数なら,
予算制約式は,最 適点で等号で成立するが,κ`が 整数め場合には不等号 のま
まである。非線形のナ ップサック問題については,マ ーステソ[22コ が分析 し
ている。
耐久財需要の考え方は,上 記の非線形ナップサ ック問題 とはかな り異なる。
その理由は耐久財の多 くは,分 割不可能財であるがそれらは高い単位費用をも・
'ち
,複 数期間に存続する。 したがって,そ の消費 と購入は必ず しも一致しない
点にある。耐久財の需要分析については,デ ィー トソ他[6]を 参照のこと♂
3.'投 資決定計画と分割不可能性
投資決定計画は,ボ ーモル[3]に よれぽ,次 の4つ の複雑な要因 によって
悩まされる。
(1)
(2)
(3)
(4)
以上の うちで,
ば,大 規模生産が行われているところで,資 金不足等のため,半 分 の熔鉱炉,
資金制約;投 資決定を制限するさまざまな資金制約がある。
投資 プロジェク トは,分 割不可能でかつ二者択一性をもつ。
代替案の相互排他性,す なわち,プ ロジェクトAを 決定すれぽ,自 動
的にプロジェクトBは 退け られる。
あるプロジェクトは,相 互に補完的なプロジェクトと連動して 効果が
出る。
(2)の 問題が,本 稿 と直接に関連するので言及しよう。例え
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半分の機関車を購入す ることはできない。κ戸 整数なる制約がおかれねばなら
ない。投資 プロジェクトの分割不可能性は,時 々,決 定を企図すべきか否かの
択一的選択 をもたらす。 このとぎ,κ`は0か1か のいずれかであ り,0-1整
数計画になる。0`κ 」く1,κ ∫=整数 としても同じである。
分割不可能性を考慮 した企業 レベルの投資計画は,発 展途上国の開発政策に
も適用 されている。チェナリーらは、1969年,数 期間にわたる動学的開発投資
計画を,混 合型整数計画法に定式化し,LandandDoigの 分岐限定法を用いて
大域最大値を見出そ うとした([5])。 そのための計算 コろ トは莫大であった。
4.一 般均衡理論,経 済の核
分割不可能性は,生 産分析それ自身か ら進んで,一 般均衡理論の枠組へ と止
揚す る。一般経済均衡の存在は,古 典的な 「正則」 な環境,す なわち,選 好の
凸性,財 貨の完全分割可能性,生 産における規模に関す る収穫不変,外 部性の
欠如等のもとで保証される[2]。 そ して,エ ッジワース ・デブルー ・スカーフ
の極限定理によれば,競 争市場では,完 全競争均衡配分は常に経済の核(コ ア)
に含まれること,又,主 体の数が増加していった とき,極 限において,両 者が
一致す ること。すなわち,経 済の核におけるすべての配分は,適 当に選ばれた
価格体系によって分権化され うる。但し,経 済には 「多 くの」市場参加者(主
体)が いて,そ れぞれの個人の,集 合的行動に及ぼす影響は無視 しうるという
仮定のもとである。
しか し,一 旦,分 割不可能な財貨の存在を許す と,生 産可能集合は凸集合で
はな くな り通常の核は空集合にな り,近 似的な ε一核のような新しい解概念が
必要になることが,C.ア ソリ(H6nry)に よ り1♀70年初めて明らかにされた
[13]。 核は1953年 以来,ギ リース(GilHes)に よ り協力 ゲーム理論の枠組で
分析 されていたので,多 くのゲーム理論家が理論の精緻化を図った。例えば,シ
ャプ リーとスカーフは,核 と分割不可能性に関す る論文で,ゲ ーム理論の特性
関数表現を用いて,核 の存在を示した[26]。 そこで考える経済市場は,人員配
置,工 場配置等のオペ レーションズ リサーチの割 り当て問題が考慮され るいわ
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ゆ る,割 り当て市場であるD。 そ こでは,特 性関数の値がある線形計画問題を
解 くことによって得 られるが,そ の双対問題の解(完 全競争均衡配分)と 核 との
関連を研究 した。シャプ リーとシュービックや金子[16]は,こ の特殊な市場経
済では,主 体の数を増すことな く,核 は双対問題の解 と一致することを示した。
核は割 り当て市場では競争均衡に同値であるが,売 手 と買手の間の双方交換
(売手が分割不可能財,買 手が分割可能な貨幣)は かな り制限的である。
マス コレルは,分 割不可能財貨を含むより一般的な経済において,経 済均衡
の問題を解決 しているが,そ のさい経済主体の数の増加を考えるのではなく,
はじめから,連 続体濃度の主体を考え,分 割不可能性に特異な連続性の問題を
回避 した[23]。 この種の議論の先便はスター[28]に よってつけられた。凸性
をみたしていない経済 も凸化経済が作られるなら,す なわも,あ まりに大きな
分割不可能性がなければ,近 似的に競争均衡をもつことができること,そ して,
需給の乖離の大 きさが,主 体の数から独立なある非凸性の尺度(内径概念)に よ
って上から有界 とされた。
この主張は最近,凸 性を仮定 しないでも経済の近似均衡が求め られる迄に至
っているが,数 学的な抽象化 と経済の現実の問には乖離があるように思える。
3.整 数最適化 と経済分析
離散値最適化又は整数計画法の研究は,過 去四半世紀,オ ペ レーシ ョソズ リ
サーチの中で重要な砥究対象であった。 ゴモリーとボーモルの共同論文[11コ
がエロノメ トリカに現れた当初は,微 視的経済学のかな りの分野は,こ の新 し
い整数計画法によってぬ りかえられるとい う楽観論 も現れたが,進 展す るにつ
れて,難 解であることがわか り,悲 観的になっていき,経 済学の文献か らは後
退 していった。換言すれば,も っともらしい経済的解釈ができる一般的結果や,
誰にも受け入れ られる算法が経済学とは一定の距離にあった。整数計画法に関
する研究の大部分は定性的 というより定量的であ り,ど れ位の規模をどのよう
1)彼 らは,さ らに,結 婚市場,ダ ソス会場,相 部屋問題,宝 さがし,ブ リッジゲーム経
済に言及しているが,こ れらは,財 貨の分割不可能{生とい うよりも市場参加者自身の
分割不可能性の問題である。
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な算法で解いたか,計 算機 コードの開発はどうであったか,組 合せ算法や グラ
フ理論の混み入った展開とどう関連するかであった。1975年 までの整 数 計 画
法の文献 目録[17コ は数cmの 厚さに達 したが,伝 統的な経済学に有用なもの
は稀薄であった。整数計画法が非常に複雑であることが認識されるにつれ,経
済学者は多 くのことを学んだ。第一に,企 業や組織がある目標を制約に矛盾な
く達成することは,そ れほど簡単ではなく,部 分最適解の発見的な暫定的な探
索に甘んじることが多い とい うこと,第 二に,非 線形な経済構造での整数計画
化は,線 形の整数経済構造です ら難解であるので,で きるだけ単純な構造を考
えるべきであるということ,第 三に,整 数最適化は,離 散数学,整 数論,計 算
機科学の発展 とともに進歩 してきたが,数 理計画法の中では最も発展途上の分
野である。定量的な小規模の問題の解決ならば,感 度分析を含む整数計画 コー
ドがあるのでそれを利用できる。
整 数計画法の本格的な成書はわが国では翻訳書以外長い間入手できなか った
が,今 野[21コ が現れ基本的解法の理論的成果が詳細に解説されている。すな
わち,分 岐限定法,0-1変 数問題 と部分列挙法,代 数的切除平面法,群 緩和,
Benders法 の分割算法,ヒ ューリステ ィック法,お よび整数多面体の側面論で
ある。 し均・しながら,肺 掲書には,一 般的な整数計画問題に対して,問 題の構
造をとらえた大規模・な整数計画問題の研究成果が盛 られていない。例えぽ,ネ
ットワーク最適化(そ の他,ビ ソ・パ ッキソグやスケジューリングも)に つい
て新 しい知見が開かれてきているはずである。 また,数 値計算の複雑さ(手間)
の問題や容易に最適整数解が見出される問題のクラスを識別する研究について
も皆無である。
以下,こ の2点 について補足 しておこう。.
(1)ネ ッ トワーク最適化
ネ ットワーク流れ問題は,1956年 フォー ドとファーカーソソによっ て 新 し
い重要な方向に定式化 され,分 割不可能財貨を含む経済計画 と管理の研究をは
じめ広 く応用されてきた。本問題は,一般の線形計画法の特殊な場合であるが,
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表 最大ネットワーク流算法と計算の手間
@:点 の数,翅:枝 の数)
研 究 者 1撒 年 手間のか ダヨ 備 考
Ford.Fulkerson
Edmonds.Karp
Dinic
Karzanov
Cherkasskii
Galil
Malhotra,Kumar,Maheshwari
GaliI・Naamad,Shiloach
Sleator
1959
1969
1970
1974
1977
1978
1978
1979
1980
指 数 的
π 〃Z2
7η2η
π3
v万 π2
号 号多 π
〃z7z('09π)
翅 πJo9η
幅 優 先
デ ィニ'ッツ と読 む
プ リフ ロー
ブ ロ ツキ ソ グ フ ロー
イソド学派
path分 解
AVL木 分解
、'(引 用:参 考文献[27][24])
独 自の算法を用いると,中 規模問題に対 し百分め一程度の費用で解ける場合が
多い。 ネットワーク流れのひとつの問題に最大流問題がある。 これは,枝 に非
負の容量制約が与え られた,方 向のついたネ ットワーク上で,2つ の特別 な点
(ソ ースとシソク)の 間の最大流量の流れを求める問題であるが,効 率のよい
算法が次々に発表され(上 表),現 在では,こ れ以上の成果が望めそ うもない所 ま
できている。表からわかるように,一 旦効率のよい算法が見出されると,問 題
の規模(ネ ッ トワーク中の点の個数nと 枝の個数m,'あ るいは密度 ρ)に 応
じて,必 要な演算回数の最良推定値を求めようとした結果であ り,計 算の複雑
さ理論が誕生 した。
ダソッィクお よび ゴモ リーの切除平面法は効率的ではないが頑健 さで重要で
ある。双対 の全整数 ゴモリー算法に対 しては,解 の過程において,反 復回数が
問題 の係数の増加 とともに(g「-2+7-2)17+1で 増加することが証明されてい
る[9]。 ここで,7は 非基底変数の個数,gは 初期単体表の要素の最大値で
ある。
一般の整数計画法に対 し,最 も効率的な解法は分岐限定法又はヒューリステ
ィック法であるがこれ らの計算の手間の測定は,モ ンテヵルロ法によっている。
(2)容 易にとける問題のクラス
初等的な輸送問題や最大流,加 重2部 マッチ ングの問題においては,特 別に
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整数 制約を課 さな くとも,解 は整数値 と して得 られ る。 一般 的な線 形計画 問題
において も,幸 運に通常 め単体 法で整数解が 得 られ る可能性 があ る。 それ は,
行列 が どの よ うな構 造を持 ってい るときであ ろ うか。 必要 に して十 分 な条件 を
求 め ることは未解 決の問題 であ るが,十 分条件 は多数知 られ てい る。
単模(unimodular)お よび,全 単模(totallyuni皿odular)は ひ とつ の十分条
件 であ る。 正方整 数行列Bが 単模であ る とは,そ の行 列式det(β)=±1の
ときであ る。 例 えぽ
123123
B1旨018,B2=010
00108-1
は,こ の条件 をみたす。 整数行列 ∠4が 単模 であ るどは,す べ ての非特 異な部
分行列Bが,1又 は一1の 行列式 を もつ ときであ る。
次に整数 行列 五 が全単模 である とは,・4の あらゆ る正 方,非 特異 な部分行
列 が単模で ある ときであ る。 例えば,
10-100
/1=010-10
-1-1101 .
Aが 全 単模 な ら,Aは 単模 であ る。
BがAの 勉 個 の1次 独立 な列 の部分集合か ら作 られ るな ら,基 底解 κ は
罪=β 句16=(・44グ βノ46彦・B)〃
で与 え られ るが,∂ が整 数で,Bが 単模 な らば,κ は整数 であ る。 この とき,
ホ フマ ソ ・クラス カル の定理[14コ,[15コ があ る2)。
定理 線形計 画問題 の制約条件 が,Aτ=う,κ ≧0で 与 え ら乳た とす る。行列
・4を1次 独立 な行 か らなる整 数行列 とし,δ を整数 ベ ク トル とす る。 そ の時,
次 の3条 件 は同値 で あ る。
条件1.Aの あ らゆ る基底Bは,そ の行列式 が1か 一1で あ る(単 模)。
条件2.凸 多面体0昌 ⑫:・4κ=う,κ)≧0}の 端点 は,整 数ベ ク トル ゐ の値 い
2)付 録に,こ の定理の応用として得られる線形代数の初等的な数値計算を示した。
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か んにかかわ らず,整 数 成分 か ら成 ってい る。
条件3.す べ ての基底 β の逆行 列B-1も 整数行列で ある。
か くして,全 単模行列 を もつ 標準的 な線 形計画 は,単 体 法に よって解 かれ る
とき,常 に最適解 は整数値 を とる。 もし,線 形計画が,不 等式制約 で定 式化 さ
れて も同一 の結 果が成 り立つ。 対応す るポ リ トー プが
R2(君)ゴ{κ:.Aκ ≦=ゐ,κ》0}で ある とす る。 そ の とき
定理 ・4が 全単模 な らR2(A)の あ らゆ る頂点 は,任 意 の整数 ベ ク トル に 対
して整数 であ る。
[証 明]44劣 ≦ψ はス ラック変 数を追加 して[五 ηκ=う と書け る。 いま,C
を[・41]の 正方,非 特 異な部分行列 であ る とし よ う。Cの 行 は置換 され
c-〔 辮 〕'
,
と書 け る。五 が全単 模,Cが 非 特異 であ るか ら4θ'C=4θ 渉B冒 士1
次 の定理 は,要 素 が0,±1の 整数行列 ・4に つ いて述べ てい る。
定 理 κ,,=0,±1な る整数 行列が,全 単模 にな るのは,任 意 の列 において,2
つ 以上,ゼ ゴで ない要索 が現われ ない こ と,孟 の行が2つ の集合 ∫1と る に
次 の よ うに分 割 され るときで ある(ネ ッ トワ▽ ク行列 とい う)。
1.あ る列 に 同一 符号を もつ2つ の要素が あるな ら,そ の行 は,異 な る集合
に属 す る。
2.あ る列 に異 なる符 号の2つ の要素 が あるな ら,そ の行 は同一 の集合に属
す る。
この こ とか ら,次 の系 を得 る。
系 制約行 列 ・4が 次 のいずれか であ る任意 の標 準線形計 画は,整 数最適頂
点だ けを もつ。
1.方 向つ きグラ フの点 ・枝接続行列 か,
2.方 向のつ かな い2部 グラフの点 ・枝 接続行列,
1,2に は,最 短経路,最 大流,ヒ ッチ コック ・クープマ ンス輸送 問題 お よ
び加 重2部 マ ッチ ソ グφ線形 計画定式化 が含 まれ る。
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4計 算の複雑き理論と経済学
最近 十数 年,数 値 計算の算法 の複 雑 さ(computationaloomplexity)の 研究 が
重 要性 を増 して きた。そ れに関す る著 書やi雑誌(JoumalofAlgorithm,Com-
bhlatorica等)の 出版 も相 次い でいるが,ゲ ア リとジ ョソソ ソ[10]は,発 刊
後2年 に して古典 といわ れてい る3)。
経 済学 の観点 か ら,計 算 の複雑 さ理 論を援用,展 望す ると次 の点 が明 らか に
なる。
1.一 般均衡理論 の初 期 の段階 では,方 程式 の本数 と未知数 の個 数 の一致 を
モデルの中に確認 して,均 衡 解 の理 論的存在だ けに言及 していた。 実際 の均衡
解探索 の手法や計算 の手間につ いては最近 まで述べ られてい ないが,昨 今 の計
算 の複雑 さ理 論の成果 を適用す れ ぽ,次 の こ とがい え よう。
今,線 形計 算を例に とれぽ,実 数 の加減 乗除算を基本 操作 とす る とき,
(a)2つ の%次 正方行 列の積 を求め る計算 は,直 接 的な方法で は,お よそ が 回
の乗 算 と%2(π 一1)回 の加 算に なるが,ウ ィノ グラー ドの方法 ではお よそ%212
ロ
回 の乗算 と3%212回 の加滅 算で済む。さ らに ス トラーセ ンの方法 では%2・81回
まで減少す る。
(b)π 元連立一 次方程式 の解 を求め る とき,ジ ョルダ ソ法では,加 算,乗 算
ともに,π312回 に対 し,ガ ウス法 では,〃3/3回 に減少 し,ウ ィノグラー ト法で
は,乗 算%313,加 減算 勿312回,さ らに,ス トラーセ ンの方法 では%2・81回 の
オーダ ーで済 むo
経済学 の歴史上,ワ ル ラス,・ ミローネ,ラ ソゲ,あ るいはハイ エ クは経 済均
衡 や経済計西 の立案 ・実施 に対 し,中 央計画 当局 の計 算能 力や情報 収集 に言及
して いるので重要で あ るが,具 体的 に どの程度か,ど ん な解法 があ るかは検討
してい ない。 最近の ス カーフの均衡解 の不動点計算 は,具 体的 に算法を与 えて
3)エ イホー[1],パ パディミトリウ[24],ゲ アリ・ジョソソソ[10]は,秀 れた参考
文献である。
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いる草分 け的存在 であ るが,計 算複雑 さの理論 か らすれ ば,か な り非効率 であ'
ったo
以下,計 算 の複 雑 さ(手 間)の 理論 の基本的知 識を整理 し,経 済学 との関連
を検討 しよう。
この理論 は,前 述 の よ うに,数 値解析,計 算機科学,ナ ペ レー シ ョソズ ・ リ
サ ーチか ら発 展 してい る。 あ る計算法 の手間を評価す るのに,あ る 基 本 操 作
(加 算 とか最大値 計算)を 決めて,何 回の基 本操作が必 要であ るか数 える,い
わゆ る時間複雑 さ(timeoomplexity)と,問題 の規模(サ イズ叉 は次元)と デ
ータ記憶 に対す る基本操作か ら,ど れ位 の記憶 容量が必要か を数 え る空間複雑
さ(spacecomplexity)が あ る。 両者 は必 ず しも整合的 では な く,兼 ね あい の
ことす らあ る。
い ま,複 雑 さをT@)と 表わせぱ,そ れは,計 算時 間や使用記憶場所 の代理
特性 であ るか ら,ど れ位 の見積 り(オ ーダ ー)に なるか,通 常そ の上 限 と下限
を 悶題 にす る。上 限 には0(ビ ッグオ ウ)表 現,下 限に はo(ス モールオ ウ)叉
は 、9(ビ ッグオ メガ)表 現 を とる。 これ らは,最 悪叉 は最 良の場合 の極端 であ
るか ら,平 均的 なパ ーフ ガ マソスを考え るこ とも必要 であろ う。
%=0,1,… に対 して定義 され る関数!@)を 考え よ う。入 力長 さの関数 ∫@)
が0(g@))で ある とは,あ る%。 とoに 対 して,%。 以上 のす べ ての ・%に 対
して,メ(%)≦ ρg@)が 成立つ ことで ある。 ρ,の 場合,不 等号が逆 向きにな る。
、g@)が 多 項式 勘 α`で 表わ され るな ら,多 項式 オ ーダーの算 法 と呼ばれ,さ も
ない とぎ,指 数 オ ーダ ーとか非多項式 オ ーダ ーの算法 と呼ぼれ る。多項式 オ ー
ダーの算法 は,大 規 模問題 に対 して,"go◎d"な 算法,そ れが見 出され ない問
題 は,``hltractable"な(手 に負えない)問 題 とよばれ る。
計算 の複雑 さの理 論 は,1970年 代,組 合せ数学 や グ ラフ理論 に最 も適用 され
たが,数 理 計画法,特 に広範 な応用例 があ る線形計 画法に研究 努力が向け られ
た。H.ス コル ニ クは,1973年,一 般化逆行列 を使 う算法 か ら,線 形計 画法は
多 項式 オー ダーで解 け ることを示 したが,証 明 に誤 りが あった(若 林[30])。
1979年,ソ 連 のJI.r.Xa㎜(カッチ ャソ)は,線 形 計画問題 が,空 間複 雑
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さの観点か ら,多 項式オーダーであることを厳密に証明し,難題は解決された。
カッチャソは,線 形計画法から進んで凸2次 計画法:
価醐 一者痴隅+亨鋼
ψ 孕"κ ゴ≦うf
'
0=(6`,)は 整数値 の正半定形行列
4ノ,己τrノ,奄も叉整数緬直
に対 して も同様 な多項式 可解性 を証 明 した。
以下,カ ッチ ャソの線形 計画法 の多項 式可解性 につ いて要約 してお こ う。
線 形計画法:
協 κ2=Σo,κ,
'
ψ Σσf,κ,≦∂,
κ,≧0
は,米 国のG.ダ ンツィクQ単 体法 に よ り99%解 かれてい るが,カ ッチ ャンは
それ には全 く触れ ていない。 単体法は凸領 域の各頂点(合 計,高 々 餌C.個)
に対 して,頂 点の位置 とその ときの 目的 関数値 を次 々と効率 よく計算 し,最 適
解 を求め る方 法であ るが,最 悪 の場合 には,全 ての頂点 を調べ なけれ ばな らな
いか ら 錫C.の オ ーダーかか る。 い ま,〃 ¢=2%と お くと,2。C。≧4"で あ るか
ら,こ れは指数関 数的な時間 を要す るこ とにな ることを考慮 しての上 であ ろ う。
彼 の用い た方法 は,キ エ フのH.3.㎜OP(シ ョル)の 領域縮約法又 は楕 円体
法 で ある。 この楕 円体法 は,主 問題 と双 対問題か ら,双 対 定理 に よって構 成 さ
れ る大 きな不 等式系
　
(1)Σ α`,κ,<∂ず(6=1,…,吻
'置1
に 対 し て,コ ソ シ ス テ ン トな 解 を 逐 次 的 に 求 め る 方 法 で あ る4)。 こ こ で,砺 と
4).4κ<∂ の構 成 要 素 は,・4κ ≦ δ,ッ、4≧o,κ ≧0,y≧0,cκ=ン δ で あ る。o劣=yδ は 厳 密
な 不 等 式 にす る と,一 ε〈0κ 一ψ<ε で あ る。 他 に つ い て も同 様 に可 能 であ る 。
カ ッチ ャンは 当初,論 文[19]に 数学 的 証 明を 載 せ なか った の で,西 側 の 学 老 が 証
明を 補 い,そ の証 明 を め ぐって,論 争 が あ った が,1980年,カ ッチ ャン 自 ら,定 理 の
改 良 と証 明を 詳 細 に 発表 した[20]。G.デ ブル ー もカ リフ ォル ニア大学 バ ー ク レ イ校
の 経 済 学科 でわ か りや す い 講 義録 を発 表 して い る[7ユ 。
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δゴはす べ て整数 表現 してあ る。 カッチ ャソは,
"五 冨孝Jo9(1砺1+1)+孝Zogdう`1+1)+109㈱+ユ
'」8
と定 義 し,
ガ。=0,A。 寓2エ 」
ヱ5
を 出発 状態に設定す る。ここで,κ 。は%次 元実 ベ ク トル,∠4。 は%×%正 半定
形行列,∫ は単位 行列 であ る。い ま,(κ 盈,ノ1陀)が定 義 された と仮 定す る。陥 が
(1)の 解か ど うかチ ェ ックす る。 そ うな ら計 算終了。 さ もなければ,満 た され
ない 一(1)の どれか の不等式 α鹸 》∂∫を とる。
瓶 ・一編一歯 γ畿
碕
編 一。鑑 、(且・一。皐、漿3)舞`)り
とお く。そのとぎ,も し,算 法が終了す るな らば,毎 は(1)の 解である。 も
し,'算法が6%2Lス テ ップで終了 しないならば,(1)に は解がないことを定理
として示 した。・
カッチャンは,線 形計画法,凸2次 計画法については,多 項式可解法を証明
したが,本 稿で直接的に必要 な整数計画法については,未 発表である。整数計
画法の多項式算法が存在す るか どうかについては,は じめ,ハ ーシュパーグと
ウォンがナップサヅク問題に対 して,カ ナソ[17]や パパデ ィミトル[24]が
より一般的な整数計画問題に対 してほ とんど肯定的な定理(擬 似多項式算法の
存在)を 証明 している。それ らは,時 間複雑 さの理諦 ごよっていて,カ ッチ ャソ
型ではない。後者のアプローチに沿 っては,ス カーフ[25]が,挑 戦 している
が,二 種類 の離散値 アクティビティ問題に肯定的な証明を与え,よ り一般的な
場合には予想を与えたにとどまっている。 しか し,ス カーフの功績は,経 済学
的な解釈が可能な,束(1attice),原 始集合(primitivesets)や 近傍系を導入し
たことである。 また,計 算の複雑 さの理論が経済学の新 しい知見と洞察を与え
ることを示唆 したことも重要である。
計算の複雑 さの理論は,数 値計算的に,手 に負えない算法と多項式オーダー
の算法を区別す るのに役立ってきたが,算 法の評価にとって絶対的な基準では
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ない。例えぽ,線 形計画法の単体法は,わ ざと作 られた入力データに対 しては,
ひ どく最悪の挙動を示すにも拘 らず,大 変有用であ り,ど のソフ トウェア会社
も単体法を維持 し続けるであろ う。 また,楕 円体法は,商 用のソフ トウェアパ
ッケージとしては販売されないだろ う。その理 由は,確 率的に低い率で最悪の
場合が生 じようとも,平 均的にみてそのコス トが満足水準にあるな らば,後 者
が選ばれ るだろ うか ら。カヅチャンやスカーフは,平 均的な,あ るいは確率的
な計算の複雑さの理論を採用 していない。今後解決されるべき問題である。
5.結 語 的 覚 書
本稿は,新 古典派の生産理論において,通 常仮定されている,財 貨の分割可
能性(可 分性)に 疑義をいだ くとき,ど のような問題点が生 じ,波紋 となって,
新 しい学問領域が形成 されるかをみてきた。財貨の分割不可能性を仮 定 して
も,均 衡解の存在に重大な修正をもた らさず,新 しい解概念でカバ ーできると
いう一般均衡論者やゲーム理論研究者が一方にある。 しか し,,本稿の主張は,
連続変数か ら離散変数に移行すると,単 純な丸めや四捨五入は,問 題の正確な
把握や解決にならない。整数解を与えるのは どんな問題構造になっているとき
か,又,効 率のよい算法 とは何か,計 算の複雑さを多面的に評価 し,・経済分析
の本質的な再検討が望まれ ることを指摘 した。
付録 逆行列が整数行列になる構成
整数逆行列ををもた らす行列を考える利点は教育的価値にある。,初学者は,
逆行列の計算で消去や代入を通 じ計算 ミスをするが,整 数逆行列が保証されて
いれば,加 算と減算だけにな り,計 算 ミスが減少する。 また,与 えられた行列
の蓮行列計算だけに没頭す るのとは正反対の方向に,整 数逆行 列 を 講 成(創
造)す る問題作 りの技法を学ぶことができる。
一般性を失 うことなく,%=3次 元行列を対象にする。ホフマソ ・クラスカル
の定理[14コ 又は本稿98頁 の定理に より,detA=±1と なる適当な初期行列を
考える。これは,対 角線の要素の積が1又 は一1の3角 整数行列が一例である。
離散生産集合について一分割不可能財貨と整数最適化一
例えば,
123
(凶」.1)ノ 吐=01・6
001
が老 うであ り,逆 行列は
1-29
,(凶L.2)凶 、-1=01-6
001
17
の よ うに 明白 な整 数逆行列 にな って い る。 整数逆行列 を維持 したま ま,・4に
若干 の基本変換 を行 い,複 雑 な原行列 を作 ろ う。それに は行列 式 の値 を不変 に
保 つため のス ミメの標準形変換([15])の 特 別 な場合 であ る,基 本行(又 は列)
変換 を施せぽ よい。 い ま,行 列 孟=[α ∫']が与 え られた とき,(1)行 又 は列の
入 れ換え,(2)あ る行(列)を 他の行(列)に 加え るこ と,ま たはあ る列(行)
か ら他の列(行)を 引 くことに よって達成 され る。
(∠4.1)の 行 列 五 の行1に3を か け,行2に 加 え ると
12321-29
∠41=3715,withdet/11=1,∠4i噌』-31-6
001001
を得 る。次 に,列3を 一1倍 して列1に 加 え ると,
脂1琵 躯 一 繕=;Ii
を得 る。 これ らの どれ も整i数逆行列 を得 た。 ややdigressiOnで あるが,'そ の
確 認を計算機 で行 うには ・4P五 言語 を使用 す るのが よい。 標準APLで は,
[コ← ∠4、←33ρ123016001
圖A
[]← ノ11←33ρ1233715001
圖・41
[]← ノ42←33ρ 一223-13715-101
圖・42
に よって確認 す ることがで きる。
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